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L"ajustement a seuil des processus cointégrés
que sait-on des modeles a trois régimes ?

Frédérique Bec*
Mélika Ben Salem**

Cet article traite du concept de cointégration a seuil tel qu'il a été introduit par Balke et
Fomby en 1997 pour les modéles a seuils a trois régimes. L'objectif premier est de
proposer un état des lieux de cette littérature grandissante, soulignant non seulement
les avancées récentes de la théorie économétrique, mais également ses limites actuel-
les. Notre propos sera illustré par une application a la structure par terme des taux
d'intérét américains sur données hebdomadaires pour la période 1960-2003.

cointégration a seuil - modele a correction d’erreur non linéaire - structure par terme
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Threshold adjustment of cointegrated processes

What do we know about three-regime models?

This paper focuses on the threshold cointegration concept as introduced by Balke and
Fomby in 1997 within three-regime threshold models. The main goal is to propose an
overview of this ever growing literature, stressing not only the recent advances in
econometric theory but also its current limits. This is illustrated by an application to the
term structure of interest rates, using weekly US data from 1960 to 2003.

threshold cointegration - non-linear error correction model - term structure of interest
rates
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468 Frédérique Bec et Mélika Ben Salem

La transposition des résultats de |I'économétrie des séries temporelles
linéaires aux processus non linéaires est souvent tentante mais presque
toujours fallacieuse, en particulier lorsque I'on considére des processus sus-
ceptibles de n’étre pas stationnaires.

Il existe différentes classes de modeles non linéaires, comme par exemple
la classe des modeles a changement de régimes markoviens, celle des mo-
deles ARCH, ou encore celle des modeles auto-régressifs a seuils. Nous
nous concentrerons ici sur les modeles auto-régressifs a seuils a transition
brutale entre les différents régimes. Plus précisément, nous nous intéresse-
rons aux résultats concernant les modeles auto-régressifs a trois régimes
caractérisés par une fonction discontinue de transition entre régimes, i.e. le
modele univarié SETAR (Self-Exciting Threshold Auto-Regression), et le mo-
déle vectoriel a correction d’erreur avec ajustement discontinu TVECM
(Threshold Vector Error Correction Model). Ce choix est motivé par la perti-
nence de ce type de modéles pour de nombreuses applications macro-
économiques et financieres. Ainsi que I'ont souligné Balke et Fomby [1997],
en décrivant un processus d'ajustement discontinu a I'équilibre, ces mode-
les permettent d'assouplir la vision désormais usuelle de la propriété de
cointégration. En effet, les modeles linéaires & correction d’erreur! suppo-
sent qu’'a chaque date, les écarts a I'équilibre de long terme — i.e. la relation
de cointégration — sont en partie corrigés. Or, il est bien souvent raisonna-
ble de supposer que I'ajustement vers la valeur d’équilibre n'a pas lieu a
chaque date : pour que I'ajustement ait lieu, encore faut-il qu'il soit profita-
ble pour les agents concernés, et donc que le gain attendu de I'ajustement
de la variable de controle soit supérieur ou égal aux éventuels colts asso-
ciés a cet ajustement. Ainsi, lorsqu’il s'agit de justifier micro-
économiquement les rigidités de prix, Mankiw [1985] met en avant I'exis-
tence de colts de catalogue. De méme, les colts afférents aux transactions
financieres peuvent créer une zone de non-arbitrage autour des prix ou
rendements d’équilibre du marché : comme le précise Anderson [1997] par
exemple, tant que I'écart de rendement entre deux titres n'excede pas les
codts de transaction, I'arbitrage (et donc I'ajustement vers la valeur d'équi-
libre) n’est pas rentable2. Un dernier exemple déja trés largement exploré
empiriquement3 concerne les arbitrages internationaux sur le marché des
biens. Si un arbitrage instantané et sans co(t était possible, le prix d'un
méme bien échangé dans deux pays différents devrait étre identique une
fois converti dans une méme monnaie : la loi du prix unique devrait étre
vérifiée a chaque date. En transposant ce raisonnement a un panier de
biens, on obtiendrait la relation de parité des pouvoirs d’achat. Or, les échan-
ges de biens entre pays sont coliteux en termes de frais de transport ou de
droits de douane par exemple. Ici encore, il est possible de montrer (Sercu,
Uppal et Van Hulle [1995], Bec, Ben Salem et Carrasco [2004]) que si I'écart
de prix entre pays n’est pas suffisamment grand pour couvrir I'ensemble de
ces codts, I'échange n'aura pas lieu et la différence de prix persistera. Les

1. Voir Engle et Granger [1987] ou Johansen [1996] pour une démonstration du théoreme
de la représentation des processus cointégrés.

2. Ce type de non-linéarité dans le spread de taux est également exploré par Enders et
Granger [1998], Enders et Siklos [2001], Bec et Rahbek [2002] ou Bec, Guay et Guerre [2003].

3. Voir entre autres Obstfeld et Taylor [1997], Kapetanios et Shin [2002].
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colts peuvent donc étre a I'origine d'écarts persistants a une relation d'équi-
libre de long terme. Les modeles SETAR a trois régimes permettent de
rendre compte explicitement de ce type d'ajustement discontinu a I'équili-
bre : les périodes de non arbitrage, ou non ajustement, sont capturées par
un régime central ou le comportement du processus peut étre de type mar-
che aléatoire ou méme explosif. Les régimes extérieurs (inférieur et supé-
rieur) définissent au contraire des zones qui raménent le processus vers
I'équilibre de long terme : le processus s’y comporte comme un processus
auto-régressif stationnaire.

Bien que la classe des modéles auto-régressifs a seuil soit apparue il y a
plus de vingt ans#, ses propriétés statistiques sont loin d’étre entiérement
explorées. Sous |I'hypothése de stationnarité du processus, la distribution
des estimateurs des moindres carrés non-linéaires ou du maximum de vrai-
semblance de ce type de modéles est connue, ce qui permet de réaliser a
peu prés I'ensemble des tests d’hypothéses utiles au modélisateurd. Les
problemes surgissent lorsqu’il est possible que les séries étudiées ne soient
pas stationnaires, ce qui est fréquent pour les données macro-économiques
ou financiéres : dans ce cas, les résultats de I'estimation d’'un modele SETAR
ne sont pas exploitables en termes d'inférence — test de linéarité par
exemple — car on en ignore le comportement asymptotiqueb. Ceci conduit
naturellement a la question épineuse du test de stationnarité ou de racine
unitaire d'un processus susceptible d’étre non linéaire. Si I'on se concentre
sur une non-linéarité de type SETAR a trois régimes, nous verrons dans la
premiére section de cet article que les conditions garantissant la stationna-
rité de ce type de processus font encore I'objet de recherches. L'état actuel
des connaissances a néanmoins permis I'élaboration de tests de racine uni-
taire consistants et puissants contre ce type d'alternative non linéaire. Les
chances sont ainsi plus grandes de détecter des processus cointégrés avec
ajustement discontinu.

Il est alors naturel de s’interroger sur la contribution a I'ajustement vers
I'équilibre de long terme des différentes variables impliquées dans la rela-
tion de cointégration. Dans un cadre linéaire, ceci a été rendu possible par le
théoréme de la représentation de Granger qui démontre qu’un processus
multivarié cointégré admet une représentation vectorielle a correction d’er-
reur (VECM). Existe-t-il une représentation analogue appropriée a un proces-
sus cointégré suivant une dynamique de type SETAR ? Le modéle SETAR
étant linéaire par morceaux, la tentation est grande d’extrapoler les résultats
de la théorie économétrique des modeles vectoriels auto-régressifs linéai-
res’. Nous verrons toutefois que la discontinuité de ce type de processus
générateur de données invalide bien souvent ce raisonnement simple. La
section 2 présentera les premiers résultats théoriques formulés récemment

4. Voir I'article fondateur de Tong et Lim [1980].

5. Voir par exemple Granger et Terasvirta [1993].

6. Bien que s’inscrivant dans un modele un peu différent du SETAR, I'analyse de Caner et
Hansen [2001] illustre bien l'interaction non-stationnarité/non-linéarité dans la conception et
la distribution asymptotique des tests correspondants.

7. Voir par exemple I'application a la structure par terme d'un modele vectoriel a correc-
tion d'erreur avec ajustement discontinu de Clements et Galvao [2003].
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470 Frédérique Bec et Mélika Ben Salem

en matiere de représentation vectorielle des processus cointégrés avec ajus-
tement discontinu.

Enfin, la section 3 propose une application de ces développements récents
de I'économétrie non-linéaire a la structure par terme des taux d’intérét
américains. L'étude empirique, menée sur la base de données hebdomadai-
res couvrant la période 1960-2003, illustre la pertinence des modeles vecto-
riels a correction d’erreur a ajustement discontinu.

1. La stationnarité d’un processus
SETAR

Dans cette section, nous étudions le modele SETAR(p) - ou p désigne le
nombre de retards auto-régressifs — qui est approprié pour I'analyse d'un
processus de dimension 1. Il peut s’agir d'une série temporelle observée, X,,
ou d'une série des écarts a une relation d'équilibre de long terme supposée
connue, par exemple X, =X, - B, X, , si la relation de cointégration fait
intervenir deux variables, avec le vecteur cointégrant (1, -B,). En effet,
dans ce dernier cas, les développements actuels de la théorie économétri-
que relative a I'inférence supposent connue la relation de cointégration et ne
s'appliquent donc pas au cas ou celle-ci est estimée.

1.1. Conditions de stationnarité

Alors que l'analyse des processus linéaires AR(p), avec p > 1, constitue
une extension relativement simple de celle des processus AR(1), l'introduc-
tion de plus d’un retard dans le modéle SETAR complique considérablement
I'analyse et les résultats. Nous nous proposons donc de commencer cette
section avec |'étude d'un processus SETAR(1) univarié, X,, défini par :

X, ,+¢&, si |X,_4>A

AX, = (1]

' € si X, _,| <A

ol 11 est un parametre réel constant, A est le parametre de seuil réel positif,
et €, est une séquence de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées. Ce modeéle suppose que les seuils définissant les trois
zones sont symétriques : le régime central est défini par A, ;< X, _, <A,

ou A, =- A=A Cette hypothése, qui a I'avantage de simplifier conside-
rablement la présentation des modeles et des résultats sans perte de géné-
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ralité, sera maintenue tout au long de I'article8. En contrepartie, nous sup-
poserons désormais que les séries sont centrées autour de zéro. Une
deuxiéme hypothése simplificatrice concerne la variable gouvernant les
changements de régime. De fagon générale, il suffit que cette variable soit
pré-déterminée, donc retardée de d périodes, avec d > 1. Le probléeme est
alors d'estimer ce parametre de délai, d. Comme le remarquent Bec, Ben
Salem et Carrasco [2004] sur la base d’exercices de simulations, I'estimateur
de ce paramétre est particulierement peu fiable pour des séries exhibant un
certain degré de persistance comme c’est le cas pour la plupart des agrégats
qui nous intéressent®. Pour cette raison, nous privilégierons ces considéra-
tions d’ordre pratique en maintenant d = 1 par la suite, au prix d'une perte
de généralité.

Le modeéle (1) peut également s'écrire :

AX, =s, TX, _,+¢ (2]
ou s, est la fonction de transition entre les régimes. Ici, il s'agit de la fonction
indicatrice qui vaut 1si |X, _,| > A et 0 sinon. Le processus décrit en (1) ou
en (2) a ceci de particulier qu’il se comporte comme une marche aléatoire
dans la zone centrale correspondant a de « petites » réalisations de X, _, en
valeur absolue, i.e. |X,_ ;| <A Comme I'ont montré Chan, Petruccelli, Tong
et Woolford [1985], le processus X, défini en (2) est géométriquement ergo-
dique si et seulement simte ]- 2, 0[. On peut alors trouver une distribution
initiale X, telle que X, soit stationnaire. Dans le modéle plus général sui-
vant:

AX,=s,TX,_,+ (1-s)NX _,+¢ (3]

t
ou I est un parametre réel qui n'est plus nécessairement égal a zéro, la
condition me ]-2,0[ constitue encore une condition nécessaire et suffi-
sante a l'ergodicité de X,. Peu importent donc les propriétés du régime
central, qui peut étre caractérisé par une dynamique stationnaire, ou marche
aléatoire ou méme explosive : dans ce modele simple, la stationnarité des
régimes extérieurs garantit la stationnarité de I'ensemble du processus'®.

Malheureusement, ce modele SETAR(1) ne présente qu’un intérét modéré
pour I'étude empirique des problématiques évoquées dans l'introduction. En
effet, I'expérience montre que lorsque I'on travaille avec des séries macro-
économiques ou financiéres, il est souvent nécessaire d’introduire un plus
grand nombre de retards dans la dynamique afin d’'éliminer ['auto-

8. Tous les résultats présentés par la suite s'étendent aisément au cas de seuils asymétri-
ques.

9. Dans ce cas en effet, X, _,, X, _,, X, _ ;... évoluant de facon trés similaire, la fonction de
vraisemblance est trés plate par rapport a d ce qui affecte considérablement la précision de
I'estimation.

10. Des conditions suffisantes de stationnarité sont obtenues par Cline et Pu [1999] dans le
cas SETAR(1) avec un délai d supérieur ou égal a 1.
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472 Frédérique Bec et Mélika Ben Salem

corrélation des résidus estimés. Le SETAR(p) suivant est donc un modéle
plus utilisé :

DX, =s,[MX, _,+T(L)AX, ]+

(1-s) [MX,_,+G(L)AX,_,]1+¢g, [4]

t-1

mais la condition obtenue par Chan et al. [1985] ne garantit plus la station-
narité de X, Elle n'est méme pas suffisante. Tjgstheim [1990], qui retrouve
cette condition dans le cas p = 1, ne parvient a |'étendre au cas p > 1 qu’en
faisant dépendre les changements de régime d’'une norme des p retards
auto-régressifs. Plus précisément, dans le cas ol s, =1, .,y
Tjgstheim [1990] montre qu'une condition suffisante est qdé la plhsppetite
valeur propre en valeur absolue du polynéme caractéristique associé au
régime extérieur soit inférieure a un. A ce jour, aucune condition nécessaire
et suffisante de stationnarité n’est disponible pour le modele (4) lorsque s,
ne dépend que de X, _,. Chan et Tong [1985] ont montré qu’une condition
suffisante a I'ergodicité d'un tel processus est que la dynamique de chaque
régime soit stationnaire. Bec, Ben Salem et Carrasco [2004] assouplissent ce
résultat en montrant que sous des hypothéses raisonnables, un processus
tel que celui décrit en (4) avec une racine unitaire dans le régime central est
encore stationnaire, a condition que la plus petite valeur propre en valeur
absolue du polyndme caractéristique associé au régime extérieur soit infé-
rieure & un'l. Méme s'il ne s’agit « que » d’'une condition suffisante, ce
résultat est nécessaire pour I'élaboration, et I'étude du comportement
asymptotique, de tests de racine unitaire adaptés a ce type de processus.

1.2. Tests de racine unitaire

Selon Balke et Fomby [1997], la non linéarité du processus (4) ne devrait
pas empécher les tests standards de racine unitaire de détecter la station-
narité de X, le cas échéant, ce que semblent confirmer les simulations pré-
sentées dans cette étude. De nombreux travaux, tels que ceux de Pippenger
et Goering [1993], Pippenger et Goering [2000], ou encore Taylor [2001],
viennent toutefois nuancer ce résultat en remettant en cause la puissance du
test ADF face a une alternative stationnaire de type SETAR. Il ressort princi-
palement de ces études que le test ADF ne rejette pas assez souvent I'hy-
pothése nulle de racine unitaire i) lorsque le seuil est grand et ii) lorsque
beaucoup d'observations sont situées dans une zone centrale de type mar-
che aléatoire. Les exercices de simulation présentés dans Bec, Ben Salem et
Carrasco [2004] et Bec, Guay et Guerre [2003] confirment le manque de
puissance du test ADF face a ce type d’alternatives qui semblent pourtant
caractériser la dynamique de variables telles que les taux de change réels
des pays du G7 ou encore les spreads taux long - taux court de pays tels que

11. Dans le cas ou la variable de transition serait X, _ , avec d > p, ces auteurs montrent
qu’une racine explosive dans le régime central ne remet pas en cause la stationnarité de X,,
pourvu que les régimes extérieurs soient stationnaires.
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Développements récents de I'économétrie appliquée a la finance _ 473
la France, I’Allemagne ou les Etats-Unis!2. Il est donc souhaitable de recourir
a des tests de racine unitaire spécifiquement congus pour une hypothése

alternative de type SETAR. Le test proposé par Bec, Ben Salem et Carrasco
[2004] consiste a tester I'hypothese nulle

Ho:Pi=p,=p3=0

dans le SETAR(p) suivant :

(a’I’IAXt—1+m-+a1p—’IAXt pr1THI HP X g
if X,_,<-A

AX 4a21AXt—1+““+62p—1AXt—p+1+u2+p2xt—1+8t
v if X, 4] <A

ag AX, g+ tag, AX Lt Hgtps Xt g

it X, 2\

\

qui est plus général que le modele (4) car il autorise une dynamique auto-
régressive différente dans les deux régimes extérieurs. La statistique de test
est3

supLR=sup_ LR{ (M)

Ne [An Al

ou les bornes A; et \; sont choisies de fagon a s'assurer qu'il reste au moins
10 % des observations dans le régime central et dans les régimes extérieurs.
LR; (M) est la statistique du rapport de vraisemblance correspondant au

seuil A définie par:
~2
LR, (A)=Tln (02()‘))
6°(N)

ol 6°(N) et 8° (A\) désignent la variance des résidus estimés des modéles
contraint et non contraint respectivement. Les simulations réalisées pour
des valeurs des paramétres du PGD comparables a celles estimées pour le
taux de change réel des principaux pays industrialisés révelent que la puis-
sance de ce test Sup LR, de I'ordre de 90 %, est trois fois plus grande que
celle du test ADF.

12. Le résultat des simulations présentées dans Balke et Fomby [1997] s’explique par la
valeur du parameétre auto-régressif retenue par ces auteurs dans le régime extérieur, et qui
correspond a m=- 0,6 dans le modéle (1) : le PGD sous l'alternative est donc trés éloigné
d’un processus racine unitaire.

13. On peut de la méme facon retenir une statistique SupWald ou Sup LM.
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474 Frédérique Bec et Mélika Ben Salem

Bec, Guay et Guerre [2003] proposent une version modifiée de ce test
visant a le rendre adaptatif: le choix de I'ensemble de seuils possibles

+= [Aq A] s’adapte selon que I'on se place sous I'hypothése nulle ou
sous I'hypothése alternative. En effet, pour accroitre la puissance du test, il
est souhaitable que les valeurs critiques ne soient pas trop élevées, et donc
que l'ensemble des seuils balayés pour calculer la statistique ne soit pas
trop grand sous I'hypothése nulle. Au contraire, pour que la valeur de la
statistique soit élevée sous I'hypothése alternative, il faut se donner toutes
les chances que I'ensemble de seuils contienne la vraie valeur du seuil : il
faut donc balayer sur I'ensemble le plus large possible. L'idée ici est de faire

dépendre les bornes A; et )\ de la statistique ADF4, celle-ci étant d'autant
plus élevée que le processus est loin de la racine unitaire. Ainsi, en choisis-

sant A; (resp. A +) comme une fonction décroissante (resp. croissante) de la
statlsthue ADF 1;, on obtient un ensemble A; plus grand sous l'alternative
que sous la nulle. En notant &, ; I'écart-type estimé des résidus de la régres-
sion du test ADF, |X| (3 la froisizme observation de la série des valeurs

absolues de {X, .}/ _, classées par ordre croissant, et | un paramétre fixé
a 6 pour optimiser la puissance du test, I'intervalle adaptatif est défini par:

OOT

A= |X| 3T Imax (1,

et A=A+ 16, max (1, [t])

Les simulations révelent que cette correction améliore sensiblement la
puissance du test de racine unitaire. En outre, cette statistique de test est
consistante, i.e. elle diverge, contre toute alternative stationnaire ergodique,
linéaire ou non®. C'est donc ce test que nous privilégierons par la suite.

Ces développements récents nous fournissent ainsi des tests de racine
unitaire plus puissants contre les alternatives stationnaires non linéaires que
le test ADF.

2. Le modele VECM a seuil (TVECM)

Lorsqu'ils sont appliqués a une série d'écarts observés a une relation
d'équilibre, les tests présentés plus haut sont en mesure de détecter un
processus cointégré avec ajustement discontinu tel que ceux évoqués dans
I'introduction. Du point de vue de la théorie économique comme du point de
vue empirique — pour améliorer la prévision par exemple — il est alors au
moins aussi intéressant de savoir comment les séries impliquées dans la

14. Ou de n'importe quelle autre statistique de test de racine unitaire consistante contre
I"alternative stationnaire.

15. Le test développé par Bec, Ben Salem et Carrasco [2004] est consistant contre I'alter-
native SETAR stationnaire.
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Développements récents de I'économétrie appliquée a la finance _ 475

relation de cointégration réagissent aux déviations a cette relation. Dans
I'analyse linéaire, le modéle VECM est parfaitement adapté a cette question.
Qu’en est-il lorsque I'ajustement est discontinu ?

2.1. Lareprésentation de processus cointégrés
avec ajustement discontinu

Quelques articles récents se sont penchés sur I'ergodicité géométrique de
modeles vectoriels autorisant un ajustement non linéaire a une combinaison
linéaire stationnaire des variables considérées. Les résultats relatifs a I'ergo-
dicité présentés dans Escribano et Mira [2002] et Corradi, Swanson et White
[2000] s'appliquent lorsque la fonction gouvernant les changements de ré-
gime, s,, est convenablement lisse, continue et mesurable. Ceux de Saikko-
nen [2002] s’appliquent dans le cas discontinu, mais pas dans le cas d'une
fonction de transition non observable. Ces deux derniers cas sont traités
dans Bec et Rahbek [2002].

Considérons pour commencer un processus X, de dimension 2, satisfai-
sant les conditions du théoréme 4 de Johansen [1996]. Ceci implique que X,
est intégré d’ordre 1, alors que AX et |a relation de cointégration BX, sont
stationnaires. Supposons maintenant que I'ajustement vers B'X, ne soit pas
linéaire, au sens ou il ne serait pas opérant a chaque date, comme par
exemple dans I'analogue vectoriel du modele (1) :

apX,_,+¢&, si |BX,_4]>A

AX, = _ (5]
€ si |BX,_ 4 <A

Selon le modéle (5), seuls les écarts a la relation de cointégration supé-
rieurs a A en valeur absolue sont corrigés via le vecteur de parametres a.
Ceci correspond précisément au comportement d’arbitrage en présence de
colts de transaction évoqué dans l'introduction. Les conditions garantissant
la stationnarité du processus défini en (5) doivent toutefois étre spécifiées et
vérifiées. Le théoreme 2 de Bec et Rahbek [2002] explicite ces conditions
pour le modéle TVECM — Threshold Vector Error Correction Model — plus
général suivant :

p—-1
Athst[aB’Xt1+EI‘iAXti]+
=
-1
(1—st)[a[30(t +EGAX i]+st, [6]

i=1

ou X, est de dimension n, a, a et § sont de dimension n xr, (), _
et (GI) »_ 1 sont des matrices n x n. La séquence ¢, est supposée
ii.d.(0,Q) avec QO >0, et les (X_ i)i—o,.. k1 sont fixes. La fonction de
transition est définie comme
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s=p(x)=1( %] =1 (7]

avec
X = (X 4B AXE o, AXE ) [8]

Ce théoréme établit notamment que si X, est défini par le systeme (6), (7)
et (8), et si le polyndme caractéristique des régimes extérieurs

p-1

A(z) =1 (1-2)-apz- > T, (1-2)7
i=1

an-—rracines en z=1 et les r autres telles que |z| > 1, alors X, est non-
stationnaire non-linéaire, B'X, et AX, sont stationnaires, et tous leurs moments
existent et sont finis. Il est intéressant de remarquer que la condition sur les
racines du polyndme caractéristique donnée ci-dessus est analogue a celle
de Johansen [1996], mais elle ne s’applique ici qu’a la dynamique du régime
extérieur, correspondant aux grandes déviations a I'équilibre de long terme.
Une dynamique non-stationnaire ou méme explosive du régime central ne
remet pas en cause ce résultat'6. Toutefois, ce dernier est obtenu pour une
fonction de transition s, qui dépend de x tel que défini en (8), donc non
seulement des deséquilibres mesurés par BX, _ , mais aussi des différences
premiéres AX, _ .. Or, le cas ou s, ne dépend que des écarts a I'équilibre, i.e.

s, =1CIIBX,_,Il 2N) [9]

est sans doute plus approprié au regard des comportements d'arbitrage
dont nous souhaitons rendre compte?”. Le théoréme 3 de Bec et Rahbek
[2002] établit que dans le cas ou s, est défini par (9), les résultats du théo-
reme 2 énoncés plus haut restent valides si les parametres de court terme
des régimes extérieurs et central sont identiques, donc pour le modéle :

k-1
AX, = [s,a+ (1-s)a] BX,_,+ > [AX, _ +¢

i t
i=1

[10]

2.2. Estimation et tests

Bec et Rahbek [2002] montrent que si 8 et A sont connus et fixés, alors les
estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres du modele (6),
et donc a fortiori du modele (10), sont convergents et distribués asymptoti-
quement selon une loi Normale. Cependant, alors que la théorie économi-
que nous renseigne parfois sur la valeur des parametres des vecteurs

16. En effet, comme la probabilité que s, = 1 tend vers 1 lorsque ||x|| — e, le processus ne
peut étre absorbé dans le régime central.
17. Voir par exemple I'application de Clements et Galvao [2003].
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cointégrants, ce n'est pas le cas pour la valeur du seuil : I'évaluation des
colts de transaction est de nature empirique. Il faut donc estimer le seuil A.
Hansen et Seo [2002] proposent de I'estimer en balayant sur un ensemble
de valeurs possibles, A = [A, A, ], dont les bornes sont choisies de fagon &
laisser au moins 5% des observations dans chaque régime. Ainsi, pour
chaque A € A, on obtient les estimateurs des moindres carrés non-linéaires
de G(A),a(AN), I (N), Q(N) ainsi que la vraisemblance correspondante,
L (M), dans le modele (9)-(10) que nous retiendrons par la suite'8. L'estima-
teur du seuil, A, est alors la valeur qui maximise la fonction de vraisem-
blance.

Les résultats de Bec et Rahbek [2002] relatifs a la convergence et a la
distribution asymptotique des estimateurs du TVECM n’ont pas encore été
étendus au cas ou le seuil est estimé. Néanmoins, Hansen et Seo [2002] font
la conjecture que cette estimation du maximum de vraisemblance devrait
produire des estimateurs convergents de distribution asymptotiquement
normale, comme si le seuil était connu.

Il est alors possible de tester I'hypothése nulle de linéarité de |'ajustement
a I'équilibre contre I'alternative d'un ajustement a seuil, en remarquant que
le VECM linéaire est un cas particulier du TVECM que |'on obtient en posant
I'égalité des coefficients a; et a, entre régimes. Dans le modele (10), I'hypo-
thése nulle de linéarité s’écrit donc :

H: a=a, i=1,..n [11]

Bec, Ben Salem et Rahbek [2003] développent la statistique de test corres-
pondante, en reformulant le modele (10) comme suit :

Y,=BZ +¢,

ou Y,= AX, est un vecteur nx1, Z = (s, BX _, (1-5)BX _,
AX, 4 . DX, 4)" estun vecteur | x 1 et B'est la matrice n x | de para-
metres telle que I'hypothése nulle se réécrit

H .

0"

B =HW [12]

avec H et W de dimension | x s et s X n respectivement, et s < |. La statisti-
que du multiplicateur de Lagrange de I'hypothése nulle (12) est donnée par :

LM(A)=Ttr {3221 H (H, 8221 H ) ! H', 3221 Szv a’ sz} (13]

T T
ou T est le nombre d’observations, S, = % >72,7,S,,= % > Y, ZetH, est
1 J

le complément orthogonal de H, de dimension | x (1 -s). Cette statistique
LM dépend de A via les deux premiéres variables de Z,. Si B et A étaient

18. La fagon de procéder serait identique si le modele étudié était constitué des équations
(6)-(8).
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connus, elle serait distribuée selon un X2, _ o) Si le seuil est inconnu, A est
un parametre de nuisance car on ne peut 1’estimer sous I'hypothése nulle de
linéarité : on ne peut donc pas calculer cette statistique. La solution propo-
sée par Hansen [1996] consiste a recourir a la statistique Sup LM suivante :

Sup LM = sup LM (A) [14]

Comme la distribution asymptotique non-standard de cette statistique dé-
pend de fonctions de moments inconnues, elle ne peut étre tabulée. Les
p-values peuvent cependant étre obtenues par une méthode de bootstrap
des résidus comme celle développée par Hansen [1996]'9. Dans I'application
qui suit, elles seront calculées a partir de 1000 simulations.

3. Une application : la structure par
terme des taux d’intérét

Nous nous proposons maintenant d'appliquer les développements précé-
dents au test de I’'hypothése de la théorie des anticipations de la structure
par terme des taux d'intérét.

Lorsque les ajustements de portefeuille sont instantanés et en I'absence
de colits de transaction, cette théorie implique qu’a I'équilibre le spread de
taux, S, (1, k), est stationnaire20. Elle implique donc I'existence d’une rela-
tion de cointégration entre les taux d'intérét de long terme et court terme, le
vecteur cointégrant étant donné par B = (1, — 1)’ De tres nombreux travaux
empiriques ont été consacrés au test de cette premiére implication de la
théorie des anticipations de la structure par terme. Les résultats sont assez
mitigés, et dépendent clairement de I'échantillon de données retenu, i.e. de
la période couverte, du pays considéré, mais aussi des termes choisis pour
les taux d'intérét candidats a la cointégration. Par exemple, Campbell et
Shiller [1987], Stock et Watson [1988], Anderson [1997] ou encore Tzavalis et
Wickens [1998] concluent a la stationnarité du spread américain alors que
les études de Evans et Lewis [1994], Enders et Siklos [2001] ou Bec, Guay et
Guerre [2003] ne rejettent pas I'hypothése de racine unitaire pour cette va-
riable.

Toutefois, comme le remarque Anderson [1997], il est tout a fait probable
que l'ajustement a cette relation de long terme ne soit pas linéaire. En effet,
si I'on tient compte de I'existence de colts de transaction, un investisseur ne
modifiera la composition de son portefeuille d’actifs que si le gain qu’il
espere retirer de cette opération fait plus que compenser le colt qu'elle
engendre. Considérons des colits de transaction homogénes, qui viennent

19. Voir Hansen et Seo [2002] ou Bec, Ben Salem et Rahbek [2003] pour plus de détails.
20. Voir Anderson [1987] par exemple.
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réduire le rendement du titre acheté par 'investisseur d'un montant A donné
et constant. Dans ce cas, I'investisseur convertira son portefeuille de titres a
une période en titres & k périodes si et seulement siA<S (1,k) -S,(1, k),
ou le membre de droite de I'inégalité est le spread observé en écart a sa
valeur d’équilibre. De méme, il échangera ses titres longs contre des titres
courts si et seulement si S,(1,k) - S, (1, k) <- A Par conséquent, I'intro-
duction de colts de transaction homogénes implique I'existence d'une zone
de non-arbitrage définie par: -A<S (1,k)-S,(1,k) <A L'ajustement &
I'équilibre de long terme n’est pas continu. Il n'intervient que lorsque la
déviation & I'équilibre de long terme est grande?'. Le modele TVECM (9)-(10)
présenté dans la section précédente permet de rendre compte d'une telle
dynamique discontinue d’ajustement des taux d'intérét, avec:
X, = (Rt R®)0u R: et R sont les taux d'intérét long et court respective-

_ 7 —_
ment, B= (1,-1)ets =1 15,1, - 8,(1,10] = A

Ainsi que Campbell et Shiller [1987] I'ont souligné, une autre implication
de la théorie des anticipations de la structure par terme est que comme le
spread est une combinaison linéaire des variations futures anticipées du
taux d'intérét de court terme, il devrait contribuer a la prévision du taux
court, i.e. le spread devrait causer au sens de Granger le taux d'intérét de
court terme. Dans le modele TVECM (9)-(10), on s'attend a ce que cette
influence ne s’exerce que dans les régimes extérieurs, donc pour de grandes
valeurs du spread en valeur absolue.

3.1. Les données

Notre application porte sur les rendements nominaux a maturité des
bons du Trésor américain a trois et six mois depuis 1960. S’agissant de
données hebdomadaires??, nous disposons donc de 2 047 observations
représentées dans le graphique 1. Il s’agit de rendements de bons nou-
vellement émis, dont I'adjudication est effectuée une fois par semaine par
le Département du Trésor américain. Ces bons du Trésor a trois et six
mois sont par conséquent identiques en tous points, excepté le temps
restant jusqu’a échéance. L'avantage de ces données de taux est qu'elles
refletent le prix auquel se font effectivement les transactions sur le mar-
ché primaire des bons du Trésor américain : il s'agit du prix moyen des
offres des primary dealers calculé le jour de I'adjudication. Les principaux
colts de transaction sur ce marché particulier incluent les codts de recher-
che des dealers ainsi que les colits associés a la revente de ces titres sur le
marché secondaire.

21. En testant la racine unitaire contre une alternative stationnaire non linéaire, Enders et
Siklos [2001] et Bec, Guay et Guerre [2003] rejettent I’'hypothese nulle non stationnaire. De
facon plus générale, les analyses de Anderson [1997], Enders et Granger [1998] ou encore
Bohl et Siklos [2001] concluent en faveur d’un tel comportement non linéaire du spread.

22. Source : Federal Reserve Bank of St. Louis.
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Figure 1. Les données.

Bien qu’indispensable a I'analyse d'un ajustement a I'équilibre de long
terme, la longueur de I'échantillon étudié ici est toutefois susceptible de
capter des ruptures dans la conduite de la politique monétaire américaine.
En effet, on peut distinguer au moins trois sous-périodes depuis 1960. La
premiére s'arréte en septembre 1979 et correspond a une période ou la
Federal Reserve Bank a mené une politique visant a maintenir le taux des
fonds fédéraux dans une fourchette cible spécifiée par le Federal Open Mar-
ket Committee. Ensuite, entre octobre 1979 et septembre 1982, la Fed a mis
en place de « nouvelles procédures opératoires »23 consistant a contréler le
niveau des reserves non empruntées de fagon a atteindre I'objectif de masse
monétaire défini par le FOMC. L'abandon de I'objectif de taux au cours de
ces trois années se traduit par une plus grande volatilité des taux des bons
du Trésor étudiés ici, comme le montre le graphique 1. Depuis octobre 1982,
la politique monétaire cherche a contréler le niveau des réserves emprun-
tées. Ainsi que le remarque Gilbert [1985], cette procédure revient a contrd-
ler indirectement le taux des fonds fédéraux et les autres taux de court
terme : comme dans la politique menée jusqu’en septembre 1979, I'offre de
réserves non empruntées répond aux variations de la demande de réserves
de telle sorte que ces variations affectent peu le federal funds rate. Afin
d’évaluer l'influence de ces changements structurels sur nos résultats, outre
I'étude sur I'ensemble de I'échantillon (T) incluant toutes les observations
hebdomadaires de la premiére semaine de janvier 1960 a la derniére se-
maine de juin 2003, nous menerons également I'analyse en distinguant les
trois sous-périodes suivantes :

(T1) 1" semaine de janvier 1960 - 4° semaine de septembre 1979,

23. 1l s’agit des « New operating procedures » mises en place sous la direction de Paul
Volker.
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(T2) 1" semaine d'octobre 1979 - 4° semaine de septembre 1982,

(T3) 1" semaine d'octobre 1982 - 4° semaine de juin 2003.

3.2. Tests préliminaires

Dans la perspective de I'estimation du modele non linéaire, nous tra-
vaillons désormais sur les variables centrées. Ceci présente I'avantage de
considérer une bande d’inaction centrée autour de zéro ce qui permet d’es-
timer un seul seuil, le deuxieme étant simplement son opposé. Les résultats

des tests ADF appliqués a Rf et Rl‘ ne permettent pas de rejeter I'hypothése
nulle de racine unitaire pour le processus des taux d'intérét a 3 et 6 mois, sur
I'ensemble de la période comme sur les trois sous-périodes. Au contraire,
comme le montrent les résultats reportés dans le tableau 1, la racine unitaire
est trés clairement rejetée pour le spread de taux selon le test ADF aussi
bien que selon le test Sup Wald (A") de Bec, Guay et Guerre [2003], quel-
que soit la période considérée. Ces conclusions sont en grande partie confir-
mées par les tests de cointégration de Johansen [1996] effectués a partir du
systéme bivarié¢ (R, RtS ). Les résultats des tests de la Trace et du f\max (voir
le tableau 3 en annexe) permettent de conclure a I'existence d'une relation
de cointégration24, la restriction f = (1, — 1) n’étant pas rejetée au seuil de
5 %, pour les échantillons (T), (T1) et (T3), confortant ainsi les implications
de la théorie des anticipations. Pour la sous-période (T2), qui couvre les trois
années trés perturbées, il n'existe pas de relation de cointégration selon ce
test.

Tableau 1. Tests de racine unitaire pour S,

F"ériqc’je nombre no?ebre stat ADF p-val. stat T p-val
étudiée | d'obs. retards Sup Wald (A)

(T) 2040 9 -7,62 1% 65,71 1%
(T1) 1030 2 -7.18 1% 62,34 1%
(T2) 156 2 -2,67 1% 28,72 1%
(T3) 861 2 -6,71 1% 56,95 1%

24. Le nombre de retards du modele est choisi de fagcon a éliminer I'auto-corrélation des
résidus dans le systéeme en différences premiéres. Les conclusions sont peu sensibles au
choix du nombre de retards.
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3.3 Estimation du TVECM

Ainsi que nous I'avons souligné plus haut, la théorie des anticipations de
la structure par terme des taux d'intérét implique que le spread de taux doit
causer au sens de Granger le taux court. Le test de cette hypothése a partir
du modéle (9)-(10) implique des restrictions assez compliquées sur les para-
meétres estimés. Il est beaucoup plus simple a réaliser si I'on réécrit le mo-

1T -1
déle en Y, = MX, = (S,R’), o M = (0 : ) soit encore :

AY,=T(L)AY, ,+ [(1-s)a+sa]pY, ,+u, [15]

avec M(L)=MG(L)M ', a=Ma, a=Ma et p’=pM ". Nous obtenons
donc le systeme d'équations suivant :

AS, =T, (LYAS, ,+T,(L)ARS ,+sd,S, _,+

t
(1-5,)4,5S

-1

-1t Uy

AR =T,,(L)AS, ,+T,,(L)AR? | +s88,S, ,+

t-1 t t-1

(1_St)ézstf1+u2,t

Le test de la non-causalité au sens de Granger du spread de taux vers le
taux d'intérét court revient alors a vérifier les contraintes :

r,,(L)=0 et a,=0, sis =1
M,(L)y=0 et &=0, sis =0

L'estimation du modéle TVECM ainsi que les statistiques des tests de
non-causalité et de linéarité pour I'ensemble de la période sont reportées
dans le tableau 2. Comme le montrent les résultats de I'estimation du mo-
déle a seuil, I'ajustement non linéaire a I'équilibre de long terme est validé
par les données, puisque I'hypothése nulle de linéarité est largement rejetée
au seuil de 1 %. Le taux court ne réagit aux déviations a I'équilibre de long
terme que lorsque celles-ci sont suffisamment importantes : dans les régi-
mes extérieurs, le taux court augmente afin de réduire le spread de taux. En
outre, le spread de taux cause le taux court a court terme comme a long
terme, conformément a la théorie des anticipations. L'analyse en sous-
périodes (voir le tableau (4) en annexe) confirme ces conclusions pour (T1)
et (T3).
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Tableau 2. Estimation du modele a seuil pour la période (T)

AS,= T, (L)AS, , +T,,(L)ARS , -011s,S,_,-0,05(1-5)S,_,
F,, = 0,00 F,, = 0,00 (-7,91) (-2,54)

ARP= T,,(L)AS, , +T,,(L)AR? , +0,17sS, ,-000(1-5s)S, _,
F,, = 0,00 F,, = 0,00 (4,70) (-0,01)

k=10;L=—11074,9;seuil =0,31;Q,(12) =0,22; Q,(12) = 0,64

TESTS DE NON CAUSALITE :
s,=1:F(10,1997) = 11,29 (p - val = 0,00)
s,=0:F(10,1997)=6,28 (p —val =0,00)

TEST DE LINEARITE :
Sup LM =70,35 (bootstrap p — val < 0,001)

Les statistiques de Student sont données entre parenthéses.
F.;=p —value de I'hypothése nulle que tous les coefficients de I; sont égaux a 0.
Q, (h) = p - value des tests d'autocorrélation des résidus a I'ordre h dans I’équation i.

Les résultats sont moins concluants pour la période intermédiaire (T2),
durant laquelle la Fed a privilégié un objectif en termes de masse monétaire
et non de taux. En effet, bien que I'ajustement a I'équilibre de long terme
soit encore non linéaire comme on peut le vérifier d'aprés I'équation du
spread, et que ce dernier cause le taux court, le coefficient d'ajustement du
taux court a I'équilibre de long terme n’est pas significativement différent de
zéro. L'ajustement a donc été réalisé par le taux long. Ces résultats doivent
néanmoins étre considérés avec précaution, car I'hypothése de linéarité
n'est rejetée qu’au seuil de 34 %, et la période (T2) est a la fois trés courte et
trés volatile.

Les modéles que nous avons traités dans cet article ne sont qu’une infime
parcelle d'un vaste champ de recherche. Nous nous proposons pour
conclure d’en préciser les contours.

Tout d'abord, la classe de modeles considérée ici est caractérisée par une
fonction de transition endogéne, ce qui constitue une difficulté majeure. En
effet, lorsque la transition est fonction d'une variable exogéne stationnaire,
cela garantit que chaque régime est visité infiniment souvent et les condi-
tions d’ergodicité du processus modélisé s’en trouvent grandement assou-
plies (Caner et Hansen [2001] et Tsay [1998] entre autres). Ensuite, la nature
discontinue de I'ajustement dans les modéles que nous avons présentés les
distingue de la classe voisine des modéles a seuil a transition lisse (modéles
STAR). Celle-ci admet I'ajustement discontinu comme cas limite, lorsque
I'on fait tendre la vitesse de transition entre régimes vers l'infini. Une litté-
rature analogue a celle que nous avons présentée s'est développée de fagon
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concomitante pour les modéles STAR (Bec, Ben Salem et Carrasco [2002],
Kapetanios, Shin et Snell [2003], Corradi et al. [2000], Escribano et Mira
[2002], par exemple). Une troisieme spécificité des modeles que nous avons
présentés concerne le nombre de régimes. Alors que les propriétés de sta-
bilité des modeles a deux régimes sont connues dans un cadre univarié
(Chan et Tong [1985]), il n"existe pas a notre connaissance de résultats théo-
riques équivalents a ceux que nous avons présentés pour les modeles vec-
toriels?5. Une derniére caractéristique des modéles considérés dans cet ar-
ticle est la nature linéaire de la relation de cointégration. Il est tout a fait
envisageable que la relation de cointégration soit elle-méme non linéaire
(Granger [1995]).

Au sein méme de cette classe restreinte des modeles i)a fonction de
transition endogeéne, ii)a ajustement discontinu, iii) vers une relation de
cointégration linéaire, iv)entre trois régimes, I'exploration est loin d'étre
achevée. En effet, il serait par exemple souhaitable d'étendre les résultats de
Bec et Rahbek [2002] au cas ou B et A ne sont pas connus mais estimés par
le maximum de vraisemblance. Cette extension est rendue difficile par la
non différentiabilité de la fonction de vraisemblance par rapport a ces para-
meétres.
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Annexe

Tableau 3. Tests de cointégration de Johansen

Période k H, A — max trace
(T) 10 r<1 6,36 6,36
r=0 51,63 57,99
TestB=(1,-1):%x*(1)=3,35(p—val =0,07)
(T1) 7 r<1 1,08 1,08
r=0 41,69 42,77
TestB=(1,-1):%x°(1)=2,68(p—val=0,10)
(T2) 16 r<1 1,91 1,91
r=0 7,38 9,28
TestB=(1,-1):%x°(1)=5,41(p —val =0,02)
(T3) 7 r<1 3,63 3,63
r=0 33,81 37,47

TestB=(1,-1):%x°(1)=0,89(p —val =0,34)

n.b. : Les valeurs critiques a 1 % et 5 % sont de (6,51 ; 15,69) et (3,84 ; 11,44) pour le
A —max et (6,51; 16,31) et (3,84 ; 12,563) pour la trace.

Tableau 4. Estimation du modele a seuil par sous-période

(T1)
AS,= T, (L)AS, , +T,(L)ARS ,  -0,12sS, ,-001(1-5)S, ,
F,, = 0,00 F,,=0,00 (-586) (-0,15)
AR®= T,,(L)AS, , +T,,(L)AR® ,  +0,19s.S, ,-011(1-5)S, ,
F,, = 0,04 F,,= 0,01 (393) (-1,07)

k=7;L=-6444,8;seuil=0,14;Q,(12)=0,92;Q,(12)=0,79

TESTS DE NON CAUSALITE :
s,=1:F(7,1009) =6,38(p — val =0,00)
s,=0:F(7,1009)=1,91(p - val =0,06)

TEST DE LINEARITE :

SuplLM = 21,27 (bootstrap p — val = 0,002)
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(T2)
AS,= T, (L)AS, , +T,(L)AR? , -011sS, ,+0,14(1-5s)S, |,
F,,=0,00 F,,=0,00 (-2,14) (1,28)
ARP= T,,(L)AS, , +T,,(L)AR?_, -005sS, ,-001(1-s)S, ,
F,,=0,01 F,, = 0,00 (-0,35) (-0,02)

k=16;L=-12982;seuil =0,09;Q,(12) =0,34;Q,(12) = 0,26

TESTS DE NON CAUSALITE :
s,=1:F(16,108) =2,22(p - val =0,01)
s,=0:F(16,108)=2,21(p-val=0,01)

TEST DE LINEARITE :

Sup LM = 8,08 (bootsrap p — val = 0,339)

(T3)
AS,= T, (L)AS, , +T,(L)AR?_, -012sS, ,-002(1-s)S, ,
F,,=0,00 F,, = 0,00 (-5,19) (-0,45)
ARP = T,,(L)AS, , +T,,(L)AR?_, +020sS, ,-015(1-5)S, ,
F,,=0,35 F,, = 0,00 (3,63) (-1,37)

k=7;L=-5318,1;seuil =0,14;Q,(12)=0,82;Q,(12) = 0,74

TESTS DE NON CAUSALITE :
s,=1:F(7,840)=4,82(p—val=0,00)
s,=0:F(7,840)=1,17 (p —val = 0,32)

TEST DE LINEARITE :

Sup LM = 10,79 (bootstrap p — val = 0,126)

Les statistiques de Student sont données entre parentheses.
F;; = p — value de I'hypothése nulle que tous les coefficients de I; sont égaux a 0.
Q; (h) = p - value des tests d'autocorrélation des résidus a I'ordre h dans I'équation i.
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